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Zur Person

1975-1982 Studium der Mathematik (Bonn)
1985 Promotion (Bonn): Zahlentheorie, algebraische Topologie
1985- tätig in der Automatenindustrie, seit 1998 als Geschäftsführer
1998 „Glück, Logik und Bluff“ (7 deutsche Auflagen, engl. Übers.)
2002 „Algebra für Einsteiger“ (5 deutsche Auflagen, engl. u. kor. Übers.)
2011 „Statistik – wie und warum sie funktioniert“
2014 „Objektorientierte Programmierung mit JavaScript“ (2 Auflagen)



Lasker (1868-1941): Schach und Mathematik

1894 Weltmeister gegen Steinitz
1896/97 Revanche

1907 Titel-Verteidigung gegen Marshall, …
1908 … Tarrasch, …
1910 … Schlechter und …
1910 … Janowski.
1921 Capablanca wird WM gegen Lasker

1888/89 Mathematik-Studium in Berlin,
1891 in Göttingen

1897 Mathematik-Studium in Heidelberg,
1897/98 in Berlin
1900 Promotion in Erlangen bei Max Noether
1905 Satz von «Lasker-Noether»

1929 «Das verständige Kartenspiel»
1931 «Brettspiele der Völker»



1901 veröffentlichte Dissertation

Philosophical Transactions of the 
Royal Society A. 196 (1901), 
S. 431–477



Der Satz von Lasker-Noether

Mathematische Annalen, Band 60 
(1905), S. 19–116.



Der Satz von Lasker-Noether

• Es geht um Systeme von Gleichungen mit Polynomen mit mehreren 
Unbekannten, und die Zerlegung ihrer Lösungsmenge in 
„unzerlegbare“ Teile.

• Dabei werden statt eines geometrischen Objekts (Lösungsmenge) 
algebraische Objekte (bestimmte Mengen von Polynomen in mehreren 
Unbekannten) untersucht.

• Der Satz wurde später von Emmy Noether
verallgemeinert, der Tochter von
Laskers Doktorvater Max Noether. Dort
geht es nur noch um algebraische Objekte.



Laskers Kontakte zu Spitzenforschern

• Göttingen galt ab ca. 1890 bis zum Ersten Weltkrieg
(und nochmals in den Jahren vor 1933) als das
Weltzentrum der Mathematik (und der Physik).

• Lasker pflegte nachweislich Kontakte zu 
David Hilbert (Gö.), Edmund Landau (Gö.), 
Adolf Hurwitz (Zürich), Otto Toeplitz (Gö.)
und Ernst Zermelo.

• Mit Albert Einstein war Lasker ab 1927
befreundet.



War Lasker ein Spieltheoretiker?

• „Das Erstaunliche darin ist, daß in seinen Darlegungen 
(1918!) alle Grundgedanken der modernen Theorie der 
Spiele und die Beschreibung aller zu diesem Grund-
gedanken führenden Abstraktionsprozesse enthalten ist.“
Georg Klaus (1965)

• Spieltheorie („Interaktive Entscheidungstheorie“): 
Grundlage ist ein mathematisch definiertes Modell eines 
Spiels. Ziel sind ökonomische Anwendungen. Möglich sind 
aber auch Untersuchungen realer Gesellschaftsspiele.

• Borel (1921-), von Neumann (1928, 1944 mit Morgenstern)



Spieltheorie für Spiele: Schach

Ernst Zermelo (1912):
Jede Position hat die
Qualität einer Problemposition.
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A l l e    P o s i t i o n e n

Gewinnpositionen

für Weiß

Gewinnpositionen

für Schwarz

Ausgeglichene

Positionen

Ganz anders:

Mindestens ein Kasten enthält mehr als eine  der vier Positionen



Spieltheorie für Spiele: Schach

In Folge hat Robert Hübner* die Beschränkung von Zug-
Annotationen auf die Symbole „?“ und „??“ befürwortet, je 
nachdem, ob sich durch einen schlechten Zug der sicher 
erzielbare Gewinn um den Wert 1 oder 2 verringert.
(*) Twenty-five annotated games, Berlin 1996, S. 7–8.



War Zermelos Erkenntnis neu? 



War Zermelos Erkenntnis neu? 

Arithmetische oder algebraische Berechnungen sind ihrem Wesen nach bestimmt. Wenn 
gewisse Daten gegeben werden, müssen gewisse Resultate notwendig und unausbleiblich 
folgen. ... Da dies der Fall ist, können wir uns ohne Schwierigkeit die Möglichkeit vorstellen, 
eine Mechanik zu verfertigen, die von den Daten der Fragen ausgehend richtig und 
unabweislich zu der Lösung vorschreitet, da dies Vorschreiten, wie verwickelt es auch immer 
sein mag, doch nach ganz bestimmtem Plane vor sich geht. Bei dem Schach-spieler liegt die 
Sache durchaus anders. Bei ihm ist der Fortschritt in keiner Weise bestimmt. Kein einziger 
Zug im Schachspiel folgt notwendig aus einem anderen. Wir können aus keiner Stellung der 
Figuren zu einer Periode des Spiels ihre Stellung zu einer anderen voraussagen ... In genauem 
Verhältnis zu dem Fortschreiten des Schachspiels steht die Ungewissheit jedes folgenden 
Zuges. Wenn ein paar Züge gemacht worden sind, so ist kein weiterer Schritt mehr sicher. 
Verschiedene Zuschauer des Spieles würden verschiedene Züge anraten. Es hängt also alles 
vom veränderlichen Urteil der Spieler ab. Wenn wir nun annehmen (was nicht anzunehmen ist), 
dass die Züge des automatischen Schachspielers in sich selbst bestimmt
wären, so würden sie doch durch den nicht zu bestimmenden Willen des
Gegenspielers unterbrochen und in Unordnung gebracht werden. Es besteht
also gar keine Analogie zwischen den Operationen des Schachspielers und
denen der Rechenmaschine des Herrn Babbage ...
Edgar Allan Poe (1836, Southern Literary Messenger)



War Zermelos Erkenntnis neu? 

• [E]ine abschließende, alle nur möglichen Fälle umfassende Theorie [ist] kaum 
denkbar … und [liegt] für das Schach z. B. nicht im geringsten [vor, wird] ... auch 
schwerlich jemals gewonnen werden …, wir meinen eine Theorie, welche für jede 
nur denkbare Position den absolut besten Zug angeben würde und welche etwa 
das Resultat ergeben würde, dass der Anziehende stets siegen muss oder, was 
wohl wahrscheinlicher ist, die Partie – auch bei absolut korrektem Spiel des 
Gegners – stets unentschieden machen kann …
Walter Ahrens (1901, Mathematische Unterhaltungen und Spiele)

• Wenn das Problem des Schachmatts lösbar wäre, so mußte es, sollte man glauben, 
nach so langer Zeit so vieler und so ernster Bemühungen gelöst sein. Und dennoch 
war man so weit entfernt wie je, ja, weiter denn je. Daraus schloß Steinitz, dass 
die Anfangsstellung im Gleichgewicht sein müsse. Ein Schluß aus Erfahrung und 
daher nicht so sicher wie 2 + 2 = 4. Er ist nicht einmal ausgedrückt, denn im 
genauen Gleichgewichte kann die Anfangsstellung kaum sein, da das Recht des 
Anzugs einen Unterschied zwischen Weiß und Schwarz hervorbringt, einen 
Unterschied, der wohl nicht ganz unwesentlich sein dürfte.
Emanuel Lasker (1925, Gesunder Menschenverstand im Schach)



Nim: Die Regeln

• Mehre Haufen mit (unterschiedslosen) Spielsteinen
• Pro Zug müssen von genau einem Haufen beliebig viele 

Steine weggenommen werden (es kann auch der gesamte 
Haufen sein).

• Der Spieler, der den letzten Zug macht, gewinnt.



Nim: Spiel mit Gewinnformel

=  06 +2 7 +2 1

110    (6)

111    (7)

1000 (8)

1001    (9)

110    (6)

111    (7)

__1 (1)

000    (0)

Nimrod auf der Berliner Industrieausstellung 1951:
Der Wirtschaftsminister, dahinter sein Kanzler.



Nim in «Brettspiele der Völker» (1931)



«Lasker»-Nim: Die Spielregel



«Lasker»-Nim: Die Analyse (1)



«Lasker»-Nim: Die Analyse (2)



Laskers Überlegungen

• V1 + V2 ist Verluststellung (erwidere Zug lokal)  

• G + V ist Gewinnstellung (eröffne in G, dann wie zuvor)

• Die Addition einer Verlustpositionen ändert den
Gewinncharakter einer Position nicht, analog zur Addition
einer Null.

• X + X’ mit zwei äquivalenten Stellungen X und X’ ist
Verluststellung (ist äquivalent X +X, dort erwidert der
Nachziehende jeden Zug als Kopie im «Spiegelbild»).

• Nicht bei Lasker: Eine Position X, für die G + X und G 
stets den gleichen Gewinncharakter aufweisen, ist eine
Verlustposition (nehme die Endposition für G)



«Lasker»-Nim: Die Analyse (3)



Laskers Ergebnisse und ein Beispiel

• Im Lasker-Nim sind die primen Haufen: 1, 2, 3, 7, 15, 31, …
• Für die nicht-primen Haufen gilt:

• 4 ~ 1, 2
• 5 ~ 1, 3
• 6 ~ 2, 3
• 8 ~ 1, 2, 3
• 9~ 1, 7

• Zum Beispiel ist
1, 2, 2, 6, 8 ~ 1, 6, 8 ~ 1, 2, 3, 1, 2, 3 ~ 0 eine Verluststellung

• Offen: Wie berechnet man die primen Haufen effektiv?
• Auf anderem Weg unabhängig voneinander durch Sprague 

und Grundy (1935/39) gelöst (für beliebige Nim-Varianten).



Einfaches Drei-Personen-Nim

• Spielregeln:
– 1 Haufen, 3 reihum ziehende Spieler.
– Pro Zug sind 1 bis 5 Steine zu entfernen.
– Der Spieler, der den letzten Zug macht, gewinnt eine Einheit von demjenigen 

Spieler, der als Vorletzter gezogen hat. Der dritte Spieler bleibt ohne Gewinn bzw. 
Verlust.

• Beginnend mit Stellungen kurz vor Ende des Spiels und dann weiter 
entgegen der Spielchronologie zerlegt Lasker die Stellungen in drei 
Teilmengen, nämlich in
• die Verluststellungen 6, 13, 20, …,
• die Gewinnstellungen 1 bis 5, 8 bis 12, 15 bis 19, … und
• die „Schlichtstellungen“ (kein Gewinn/Verlust) 0, 7, 14, …

• Die Benennungen der drei Teilmengen beziehen sich jeweils auf das 
Resultat, das der Anziehende erzielt, wenn jeder der Spieler im 
weiteren Verlauf der Partie seinen eigenen Interessen gemäß agiert.



Lasker und ein Nash-Gleichgewicht
A B C A B C A

A B C A B C

A B C A B

17 14 13 8..12 7 6 1..5 0 :   , C verliert, B:0

17 14 11? 7 6 1..5 0 :   C gewinnt, B verliert, 

17 14 11? 6? 1..5 0 :   B gewinnt, 

      

     

    

A gewinnt

A : 0

A verliert, C:0

Nash-Gleichgewicht: Definition und Existenzbeweis 1950 durch John Nash, der dafür 1994 den Ökonomie-Nobelpreis erhielt



Lasker über Backgammon

• Bei Lasker «Puff und Tric-Trac»
• Er beginnt, völlig schlüssig, mit späten Endspielstellungen



Ein Hauch von „Monte-Carlo-Methoden“
16 Jahre bevor Stanislaw Ulam in Los Alamos während einer Krankheit 
Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Kartenspiel Canfield Solitaire ermittelte, 
schrieb Lasker über Puff/Tric-Trac (Backgammon):



Kartenspiele sind ganz anders

• Jeder kennt nur seine Karten («imperfekte Information»).

• Bluffen beim Pokern lässt sich mathematisch begründen
(bereits 1928 durch von Neumann angekündigt).

• Mathematisch handelt es sich um zufällig «gemischte
Strategien» (wie bei Schere-Stein-Papier).

• Lasker untersucht 1929 stark vereinfachte
Poker-Modelle für 2 Personen, die aber noch
zu kompliziert für eine vollständige Unter-
suchung sind.



Das Poker-Modell
Es wird mit 13 bzw. 20 Karten mit unterschiedlichen Werten 
gespielt. Jeder der beiden Spieler erhält eine Karte.

... ...
Kartenverteilung

Geber setzt 1

Spieler passt Spieler erhöht auf 2

0

-1 ±2

2 ±3

Geber passt Geber erhöht auf 3

"sehen"

"sehen"

Spieler passt



Laskers Ergebnisse über Poker

• … können nicht vollständig sein, weil seine Vereinfachungen 
nicht genügend drastisch sind.

• Allerdings macht Lasker auch a priori bereits scheinbar 
plausible Annahmen, die zu begründen wären.

• Er nimmt jeweils an, dass die Strategie eines Spielers 
bekannt sei (durch Beobachtung im Rahmen einer Partie-
sequenz), und berechnet dann die optimale Gegenstrategie.

• Beidseitig gemischte Strategien zieht er nicht in Erwägung.



Lasker über Bluffs



Resümee

• Lasker erzielte, außer auf seinen Schüler Sprague, keine 
Wirkung auf die weitere Entwicklung der Spieltheorie.

• Er kannte noch nicht einmal die spieltheoretischen 
Ergebnisse, die bereits erzielt und publiziert worden 
waren.

• Laskers mathematisches Gespür hat manch interessanten 
Ansatz über Spiele ermöglicht. Er lässt es aber an 
Präzision mangeln, die ihm – auch in populären Büchern –
möglich gewesen wäre. Keine Untersuchung wird komplett 
zu Ende geführt.



Ich danke für Ihre Aufmerksamkeit!

Fragen?
Eine ausführliche Darlegung des Themas «Lasker and the mathematics of games» erscheint in

Richard Forster, Michael Negele, Raj Tischbierek (ed.): «Emanuel Lasker», Vol. II, Berlin 2020.
Laskers Überlegungen zu Nim-Varianten wurden bereits in «Glück, Logik und Bluff» behandelt.


