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Zur Person

1975-1982 Studium der Mathematik (Borfn)
1985 Promotion (Bonn): Zahlentheorie, algebraische Topologie

1985- tdtig in der Automatenindustrie, seit 1998 als Geschaftsfihrer
1998 ,Gliick, Logik und Bluff" (7 deutsche Auflagen, engl. Ubers.)

2002 . Algebra fiir Einsteiger" (5 deutsche Auflagen, engl. u. kor. Ubers.)
2011 ,Statistik - wie und warum sie funktioniert®

2014 ,Objektorientierte Programmierung mit JavaScript® (2 Auflagen)
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Lasker (1868-1941): Schach und Mathematik

1888/89 Mathematik-Studium in Berlin,
1891 in Gottingen

1894 Weltmeister gegen Steinitz

1896/97 Revanche 1897 Mathematik-Studium in Heidelberg,
1897/98 in Berlin

1900 Promotion in Erlangen bei Max Noether
1905 Satz von «Lasker-Noether»

1907 Titel-Verteidigung gegen Marshall, ...
1908 ... Tarrasch, ...

1910 ... Schlechter und ...

1910 ... Janowski.

1921 Capablanca wird WM gegen Lasker

_/&\ .
1929 «Das verstdndige Kartenspiel»
1931 «Brettspiele der Vélker»




1901 veroffentlichte Dissertation

IX. Uber Reilen auf der Convergenzgrenze.

Von EmMaANUEL Lasker, Dr. Phil.

Communicated by Major MacManon, F.R.S.
Received March 15,—Read April 5, 1900. Revised February, 1901.

1. Es seien z, . &, r complexe Variabele, welche in einem 2r-dimensionalen

fictiven Raume als Coordinaten seiner reellen Punkte dienen mogen. Das System der
Werte @, . . . @, sei kurz mit “Punkt” @, . . . @, bezeichnet. Sind e, . . . ¢, =
positive endliche im iibrigen beliebig kleine Zahlen, und nimmt ; alle complexen

Werte an, die der Ungleichung

|| = e

geniigen, so heisse das Aggregat aller Punkte

L i T ol PRI I o
die Nachbarschaft des Punktes z, . . . «

2. Es sei ferner u;, uy . . . u, . . . eine Folge unendlich vieler Functionen von
B 0% 2 and

re

h+ ... 4. ..

absolut und gleichmiissig convergent fiir die Nachbarschaft eines Punktes Philosophical Transactions of the
=z ...ax. P wird dann innerer Convergenzpunkt der Reihe =7 u, genannt ';O)glsz;l;‘ry A. 196 (1901),
werden. Die Gesammtheit aller inneren Convergenzpunkte der Reihe bilden ihren '

inneren Convergenzbereich, die Begrenzung dieses Bereiches ihre Convergenzgrenze.




Der Satz von Lasker-Noether

Zur Theorie der Moduln und Ideale.

Von

E. Lasker in New-York.

Kapitel 1.

Eliminationssitze.

1. Es sollen im folgenden einige Sitze iiber Systeme von Formen
bewiesen werden, deren Resultante nicht verschwindet. Neben den
Sétzen I, I, III, welche neu und fiir vielerlei Anwendungen der vor-
liegenden Untersuchung von Bedeutung sind, sind einige Satze, vorndmlich
Satz IV und V, aufgestellt, die bereits bekannt und Gegenstand strengster
Forschung gewesen sind. Dies konnte befremden und bedarf daher der
Erliuterung. In zwei spiteren Kapiteln (nimlich IIT und IV) werden
die Grundlagen der Untersuchung, wie sie bis dorthin vorgeschritten ist,
erweitert werden, und zwar in der Weise, daB ganze Serien von Schliissen
aus den vorangehenden Kapiteln iibernommen werden konnen. Es ist
daher zweckmiBig, die Beweise der bekannten Sitze von vornherein so
zu stellen, daB ihre Ubertragbarkeit auf die modificierenden Verhiltnisse [ Racute W IR R
ohne weiteres einleuchtet. Dies geschieht, indem jene Beweise auf das et as
geringste MaB von Voraussetzungen gegriindet werden.




Der Satz von Lasker-Noether

Es geht um Systeme von Gleichungen mit Polynomen mit mehreren
Unbekannten, und die Zerlegung ihrer Losungsmenge in
.unzerlegbare" Teile.

Dabei werden statt eines geometrischen Objekts (Losungsmenge)
algebraische Objekte (bestimmte Mengen von Polynomen in mehreren
Unbekannten) untersucht.

Der Satz wurde spater von Emmy Noether
verallgemeinert, der Tochter von

Laskers Doktorvater Max Noether. Dort
geht es nur noch um algebraische Objekte.




Laskers Kontakte zu Spitzenforschern

Gottingen galt ab ca. 1890 bis zum Ersten Weltkrieg
(und nochmals in den Jahren vor 1933) als das
Weltzentrum der Mathematik (und der Physik).

Lasker pflegte nachweislich Kontakte zu
David Hilbert (66.), Edmund Landau (66.),
Adolf Hurwitz (Zurich), Otto Toeplitz (60.)
und Ernst Zermelo.

Mit Albert Ems‘rem war Lasker' ab 1927
befreundet. TS L




War Lasker ein Spieltheoretiker?

» ,Das Erstaunliche darin ist, daB in seinen Darlegungen
(1918]) alle Grundgedanken der modernen Theorie der
Spiele und die Beschreibung aller zu diesem Grund-
gedanken fihrenden Abstraktionsprozesse enthalten ist.”
Georg Klaus (1965)

+ Spieltheorie (.Interaktive Entscheidungstheorie®):
Grundlage ist ein mathematisch definiertes Modell eines
Spiels. Ziel sind ckonomische Anwendungen. Moglich sind
aber auch Untersuchungen realer Gesellschaftsspiele.

* Borel (1921-), von Neumann (1928, 1944 mit Morgenstern)



Spieltheorie fiir Spiele: Schach

UBER EINE ANWENDUNG DER MENGENLEHRE AUF
DIE THEORIE DES SCHACHSPIELS

VonN E. ZERMELO.

°

Ernst Zermelo (1912):
. ‘.‘

o g4 o o s : denen zwei Gegener unter Ausschluss des Zufalls gegeneinander spielen; es soll aber

Jede POS l 1‘ ' O n hGT d l e der Bf':sbmelt_.h(-it} wegen h_i(‘r jeweilig auf das Schach a]_s dn.e? hekanr}teste ﬂ.l-ler

derartigen Spiele exemplifiziert werden. Auch handelt es sich nicht umn irgend eine
Methode des praktischen Spiels, sondern lediglich um die Beantwortung der Fla.ge

s ke o " o kann der Wert beliebig hrend des Spiels miglichen Position fi 1
Qua I l TGT e l ne r' P r.o b I e m p O S I 1- l O n . s}fil:l]e :u;:n I;IutfllLI:[m)\t\.:e (iefnb:iniz;hc;is ZLI::: :111:::ie|;1cqt(i?cll-f:§];iltlnmb;;l;n(lsi

Die folgenden Betrachtungen sind unabhiingig von den besonderen Regeln des
Schachspiels und gelten prinzipiell ebensogut fiir alle dhnlichen Verstandesspiele, in

oder wenigstens definicrt werden, ohne dass anf solehe mehr subjektiv-psychologischen
wie die d lkommenen Spielers” und dergleichen Bezug genommen zu werden
brauchte # Dass dies wenigstens in einzelnen besonderen Fillen moglich ist,
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/;//,/_2/_%;;_;/2 {!‘_g/%égé /;//,/_2/_%;;_;/2 @/%éﬁ% /%{_2}_9_?/%@/%252 /%f_?/%,_,/%@/ ///2!; beweisen die sogenannten “ Schachprobleme,” d. h. Beispiele von Positionen, in denen
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Mindestens ein Kasten enthdlt mehr als eine der vier Positionen

E@.ﬁ;\&mé’gﬁ ﬁ@é@.\&‘@.ﬁ.@ﬁ Ralmghn Habwyohg O o c
9 @ &2

4__
4__




Spieltheorie fiir Spiele: Schach

In Folge hat Robert Hibner* die Beschrdnkung von Zug-
Annotationen auf die Symbole ,?" und ,??" befilirwortet, je
nachdem, ob sich durch einen schlechten Zug der sicher

erzielbare Gewinn um den Wert 1 oder 2 verringert.
(*) Twenty-five annotated games, Berlin 1996, S. 7-8.



War Zermelos Erkenntnis neu?
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War Zermelos Erkenntnis neu?

Arithmetische oder algebraische Berechnungen sind ihrem Wesen nach bestimmt. Wenn
gewisse Daten gegeben werden, miissen gewisse Resultate notwendig und unausbleiblich
folgen. ... Da dies der Fall ist, konnen wir uns ohne Schwierigkeit die Mdglichkeit vorstellen,
eine Mechanik zu verfertigen, die von den Daten der Fragen ausgehend richtig und
unabweislich zu der Losung vorschreitet, da dies Vorschreiten, wie verwickelt es auch immer
sein mag, doch nach ganz bestimmtem Plane vor sich geht. Bei dem Schach-spieler liegt die
Sache durchaus anders. Bei ihm ist der Fortschritt in keiner Weise bestimmt. Kein einziger
Zug im Schachspiel folgt notwendig aus einem anderen. Wir kannen aus keiner Stellung der
Figuren zu einer Periode des Spiels ihre Stellung zu einer anderen voraussagen ... In genauem
Verhdltnis zu dem Fortschreiten des Schachspiels steht die Ungewissheit jedes folgenden
Zuges. Wenn ein paar Ziige gemacht worden sind, so ist kein weiterer Schritt mehr sicher.
Verschiedene Zuschauer des Spieles wiirden verschiedene Ziige anraten. Es hangt also alles
vom verdnderlichen Urteil der Spieler ab. Wenn wir nun annehmen (was nicht anzunehmen ist),
dass die Ziige des automatischen Schachspielers in sich selbst bestimmt
wdren, so wiirden sie doch durch den nicht zu bestimmenden Willen des
Gegenspielers unterbrochen und in Unordnung gebracht werden. Es besteht
also gar keine Analogie zwischen den Operationen des Schachspielers und
denen der Rechenmaschine des Herrn Babbage ...

The Automaton Chess-Player was invented in 1769, by

Edgar Allan Poe (1836, Southern Literary Messenger) Burn il Frr n Honer,

ret

resent possessor. Soon after
its completion it was exhibited in Presburg, Paris, Vi-
enna, and other continental cities. In 1783 and 1784,




War Zermelos Erkenntnis neu?

[Eline abschlieBfende, alle nur moglichen Fdlle umfassende Theorie [ist] kaum
denkbar ... und [liegt] fir das Schach z. B. nicht im geringsten [vor, wird] ... auch
schwerlich jemals gewonnen werden ..., wir meinen eine Theorie, welche fir jede
nur denkbare Position den absolut besten Zug angeben wiirde und welche etwa
das Resultat ergeben wiirde, dass der Anziehende stets siegen muss oder, was
wohl wahrscheinlicher ist, die Partie - auch bei absolut korrektem Spiel des
Gegners - stets unentschieden machen kann ...

Walter Ahrens (1901, Mathematische Unterhaltungen und Spiele)

Wenn das Problem des Schachmatts I6sbar wdre, so mufte es, sollte man glauben,
hach so langer Zeit so vieler und so ernster Bemuhungen gelost sein. Und dennoch
war man so weit entfernt wie je, ja, weiter denn je. Daraus schlof Steinitz, dass
die Anfangsstellung im Gleichgewicht sein miisse. Ein SchluB aus Erfahrung und
daher nicht so sicher wie 2 + 2 = 4. Er ist nicht einmal ausgedriickt, denn im
genauen Gleichgewichte kann die Anfangsstellung kaum sein, da das Recht des
Anzugs einen Unterschied zwischen Weill und Schwarz hervorbringt, einen
Unterschied, der wohl nicht ganz unwesentlich sein diirfte.

Emanuel Lasker (1925, Gesunder Menschenverstand im Schach)



Nim: Die Regeln

* Mehre Haufen mit (unterschiedslosen) Spielsteinen

* Pro Zug missen von genau einem Haufen beliebig viele
Steine weggenommen werden (es kann auch der gesamte
Haufen sein).

* Der Spieler, der den letzten Zug macht, gewinnt.



Nim: Spiel mit Gewinnformel

Nimrod auf der Berliner Industrieausstellung 1951:
Der Wirtschaftsminister, dahinter sein Kanzler.

00]0)



Nim in «Brettspiele der Voélker» (1931)

Cin weiteres Moment fritt auf, {obald itber die Hihe der wegzunehmen-
den {riidhte nidhts ausgemad)t wird, dagegen verfdiedene Haufen auf den
Tijd) gelegt werden. Der Profotyp dervartiger Gpiele ift ,Nimm*“, nad
Ahrens ein altdinefijdhes Gpiel. [...]
Die Gpielregeln lauten: Jwei Perfonen jziehn abwed)jelnd. Der Jug
bejteht dDarin, dDaf man von einem von drei Haufen, die je Crbjen, Bohnen,
Linfen enthalten, einige Friidhte fortnimmt, wie viele man will. Wer den
Tifd) leert, gewinnt. Aber das allgemeine Gefef des Spiels, die
mathematijde Induttion der Reihe der BVerluftjtellungen, ward erjt durd
ein Genie entdedt.
Jd) weif nidht, wer die mathematifd)e Induftion bei ,Nimm” vollzogen
. nwar. hat, aber {eine Tat war bewundernswert. Die NRegel, nad) der entjdyie-
m"%ﬁ%?ﬁ%“ KL ben werden fann, ob eine fage, welde immer, eine BVerlujtjtellung ijt
Sp oder nidht, it fehr entlegen, fodann begreift man faum, durd) weldpe
Jdeen-Ajjoziation der Crfinder eine {olde FHegel hat vermuten, gefdmweige
ridtig ervaten fonnen. Cr hat jie erfannt und uns itberliefert und feinen
RNamen fiiv {id) behalten. Gerne wiiften wir mehr von ihm, aber er hat
es fiir qut befunden, fein Jnfognito zu wabhren. JNun fann man nur
vermuten, wer er war., Gewif ein Mathematifer, wohl einer, der eigene
Wege ging, dabei ein edyter Criinder und wabhrideinlid) ein {ehr an-
regender Lehrer.
Die iiberlieferte Negel beginnt mit der Forderung, die drei Jahlen,
namlid) die Anzahl der Erbjen, der Bohnen und der Linfen, im dyadifden
Gypfjtem 3u {dreiben.
Die Grundzahl des dyadijden GSyjtems ift die Jwei. Wir beniifen das




«Lasker»-Nim: Die Spielregel

Cine intevefjante Variation entjteht, wenn man Ddie Gpielregel wie
folgt feftieht: Der am Juge Befindlide dDarf irgendeinen der Haufen in
jwei Haufen zerteilen oder aber, nad) {einem freien Crmefjjen, vertleinern.
Der Unterfdyied gegen das ,timm“-Gpiel bejteht darin, dDaf nunmehr die
3ahl der Haufen wdihrend des Gpiels wad)fen fann. Beifpielsweife bei
per Lage 1, 2, 3 fann der am Juge Befindlide den Dreier-Haufen in wei

Haufen von einer und von Fwei Friichten zerteilen, und es ijt leidht u
{ehen, daB er fo Dem Berlujt entgeht. Denn was foll der Nad)ziehende
nun fun? Jerteilt er einen der Jweier-Haufen, {o folgt der Gegner fei-
nem Bei{piel. Das tut der Gegner iitberhaupt und fonfequent, fo muf
Der Gegner gewinnen. Daraus folgt, daf 1, 2, 3 feine BVerlujtitellung iit,

—BH . o8 o =




«Lasker»-Nim: Die Analyse (1)

Swei Verlujtitellungen aneinandergefiigt, ergeben eine neue. Das laft
fid) ohne weiteres einfehen, denn der Nad)ziehende fann jeden Jug des
AUnziehenden {o beantworten, als wdre die nidtgeipielte Berlujtjtellung
gar nidt vorhanden, und muf auf diefe Art zuleht den Tifd) leeren, alfo
gewinnen., Beifpielsweife, da 1, 1 und 1, 2, 4 Verlujtjtellungen find, ift

aud) 1, 1, 1, 2, 4 eine {oldje.

Wiederum, eine Verluftjtellung an eine Gewinnitellung gefiigt, ergibt
cine Gewinnjtellung, weil ja der Jug, der die uripriinglide Gewinn-
ftellung in eine Verlujtitellung verwandelt, aud) die erweiterte Gtellung
in eine Verlufjtitellung verwandelt.




«Lasker»-Nim: Die Analyse (2)

Das Gefey der BVerluftftellungen Hhabe id) nidht gefunden. [...]

[Es] gilt fiir beide, [...] Daf 3wei gleide Haufen eine
Lerlujtitellung find. Das {deint mir den Charvat/er von Gpielen zu De-
jftimmen, die dem ,JNimm“ eng verwandt jind.

Fitr Derlei Gpiele gelten namlid) eigentiimlide Crwagungen. IJundadit
findet fid), Daf Zwei Gruppen von Haufen ,dquivalent” fein fonnen, in-

Dem in jeder Berluftitellung, wo die eine Gruppe vorfommt, diefe durd)
Die andere er{eft werden fann, ohne daf der Charafter der Gtellung auf-
gehoben mwiirbe. RJwei dquivalente Gruppen, zueinander gelegt, erzeugen
eine BVerlujtitellung. Godann fann man fragen, welde Haufen dquivalent
einer Gruppe von fleineren Haufen find. Dabei findet jid), daf gewifje
Saufen nidht dquivalent einer Gruppe von fleineren Haufen find. Diefe
l[eteren Haufen find beim ,Nimm“-Cpiel die Potenzen von 2:

b Wk R | R




Laskers Uberlegungen

- V; +V, ist Verluststellung (erwidere Zug lokal)
+ G + Vist Gewinnstellung (eroffne in G, dann wie zuvor)

Die Addition einer Verlustpositionen dndert den
Gewinncharakter einer Position nicht, analog zur Addition
einer Null.

» X+ X' mit zwei dquivalenten Stellungen X und X' ist
Verluststellung (ist dquivalent X +X, dort erwidert der
Nachziehende jeden Zug als Kopie im «Spiegelbild»).

* Nicht bei Lasker: Eine Position X, fir die G + X und G

stets den gleichen Gewinncharakter aufweisen, ist eine
Verlustposition (nehme die Endposition fir G)
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«Lasker»-Nim: Die Analyse (3
alle itbrigen Haufen dagegen jind dquivalent einer Gruppe von fleineren |
Saufen, beifpielsweife der Haufe 6 ift dquivalent der Gruppe 2, 4. Bei
anderen Opielen Der obigen Art findet man eine andere Neihe von
Haufen, die nidht dquivalent einer Gruppe von fleineren Haufen find,
und Ddiefe FReihe legt das Gefel des Gpiels fejt. Wan errvit hier Ju-
fammenhange, die nod) geheimnisvoll find.

Bei der obigen BVariante des ,Nimm“=-Gpiels find die Haufen, die nidt
aquivalent Gruppen von fleineren Haufen find
1,2, 8,7, 15, 81 Jtennen wir dDiefe legten

SHaufen furz ,prim”.
LBon der 3 an ift jeder Haufe diefer Art eine Potenz von 2 verringert

um 1. Jeder Deliebige Haufe ift entweder dquivalent einem Ddiefer
Haufen oder dquivalent einer Gruppe diefer Haufen. Beifpielsweife
4 dquivalent 1, 2; 5 dquivalent 1, 3; 6 dquivalent 2, 3; 8 dquivalent
1, 2, 3; 9 dquivalent 1, 7; 10 dquivalent 2, 7; 11 dquivalent 3, 7;

[...] St diefe NReihe be-
fannt, {o folgt dDarvaus der Charafter aller miogliden BVerlujtitelungen
des Cpiels.

,;
'l;';
‘Q“




Laskers Ergebnisse und ein Beispiel

* Im Lasker-Nim sind die primen Haufen: 1, 2, 3,7, 15, 31, ...
* Fur die nicht-primen Haufen gil+:

e 412

« 5~1,3

« 6~2,3

- 8~1,2,3

« 9~1,7

+ Zum Beispiel ist

1,2,2,6,8~1,6,8~1,2,3,1,2,3~0 eine Verluststellung
+ Offen: Wie berechnet man die primen Haufen effektiv?

» Auf anderem Weg unabhdngig voneinander durch Sprague
und Grundy (1935/39) gelost (fir beliebige Nim-Varianten).
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Einfaches Drei-Personen-Nim

- Spielregeln:
- 1Haufen, 3 reihum ziehende Spieler.
- Pro Zug sind 1 bis 5 Steine zu entfernen.

- Der Spieler, der den letzten Zug macht, gewinnt eine Einheit von demjenigen
Spieler, der als Vorletzter gezogen hat. Der dritte Spieler bleibt ohne Gewinn bzw.
Verlust.

»  Beginnend mit Stellungen kurz vor Ende des Spiels und dann weiter
entgegen der Spielchronologie zerlegt Lasker die Stellungen in drei
Teilmengen, ndmlich in

die Verluststellungen 6, 13, 20, ...,
die Gewinnstellungen 1 bis 5, 8 bis 12, 15 bis 19, ... und
die . Schlichtstellungen® (kein Gewinn/Verlust) O, 7, 14, ...

* Die Benennungen der drei Teilmengen beziehen sich jeweils auf das
Resultat, das der Anziehende erzielt, wenn jeder der Spieler im
weiteren Verlauf der Partie seinen eigenen Interessen gemadf agiert.



Lasker und ein Nash-Gleichgewicht

17— 514— 13— 58.12—2 57— 36—-51.5—250: A gewinnt, C verliert, B:0

17— 514—L5117—57—2356—L31.5—>0: C gewinnt, B verliert, A : 0

17—2514— 5117—-567—251.5—250: B gewinnt, A verliert, C:0
[...] A gewinnt demnad,

wofern nidht B {einem eigenen Jnterefie entgegen hHandelt, und er ver-
liert aud)y dann nidht, wenn nidt udbem C denfelben Fehler begeht.

Wenn freilid) B und C jeder einmal im Gpiel jolden Fehler begehen,
um nadher das Opiel fehlerlos 3u CEnde u fithven, fo ijt A verloren.
Indeffen ijt die Wahr{dyeinlichteit dafiir, ehrlides Cpiel vorausgefest, fehr
gering. Wer einmal fehlgeht, wird mehrmals fehlgehen, denn es ge-
horen ja Ber|tandnis, Cinjidt, Wtithe dazu, den rediten Weg Zu finden
und 3u gehen. Jur fitr den Fall dDaf B und C die Cinfidht ploglid) wdl-
rend Des Opiels fame, ift obiger Sdhluf irrig.

Nash-Gleichgewicht: Definition und Existenzbeweis 1950 durch John Nash, der dafiir 1994 den Okonomie-Nobelpreis erhielt



Lasker iiber Backgammon

- Bei Lasker «Puff und Tric-Trac»
» Er beginnt, vollig schlissig, mit spdten Endspielstellungen

Die Crwdgung, wie die redite Gpielweife zu finden {ei, hat mit der
Betradtung des Endes der Partie 3u beginnen. Gefen wir den ein-
faden Gall, die Gteine feien im Cndquartier verfammelt und es handle
fidh im wefentliden nur nod) darum, jie herauszunehmen. Wieviel Wiirfe
werden je nad) dDer Gtellung der Steine dazu erforderlid) fein? Wir {efen

sunddjt einmal alle 15 weifen Gtfeine auf die 24 und fragen nad) der
obigen ahl der MWiirfe fiir diefen ertremen Fall. Mit jedem einfaden
Wurf nimmt der Gpieler zwei Gteine hHeraus, mit jedem Doppelwurf vier.
Cin Doppelwurf wird normalerweife unter fed)s Wiirfen einmal vor-
fommen. Daf er in einer Reihe von fed)s Wiirfen zweimal vorfommt, ijt
ein feltener Fall, Denn normalerweife fommen wei Doppelwiirfe erft in
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Ein Hauch von ,Monte-Carlo-Methoden™;&”

AN

16 Jahre bevor Stanislaw Ulam in Los Alamos wdhrend einer Krankheit
Gewinnwahrscheinlichkeiten beim Kartenspiel Canfield Solitaire ermittelte,

schrieb Lasker iber Puff/Tric-Trac (Backgammon):

Cingelne der obigen Jahlenwerte Habe id) gefdhat und id) rate meinen
Lefern, fie ju fontrollieren, indem fie Verjude maden. C€s ijt das iiber-
haupt eine gute Methode. Die fiderjte Autoritdt ijt neben der jwingenden
Deduftion der eigene Verjud). CEs ijt fiir einen Forfder fein {dlimmes
BVerbredien, in Cingelfragen feinem Urteil zu folgen und dabei Fehler
su begebhen, fofern er fid) nur in wefentliden Puntten der dueriten Ge-
wiffenhaftigfeit Dbefleiigt. Je wefentlider die Frage, dejto gefidjerter
follte ihre Deduttion fein. Aber Jeit und Kraft des Forjders find geringe,
er mufp damit haushalten, um etwas 3u vollbringen, er muf aud) hin
und wieder wagen — er fann nidt alle Probleme felbjt erledigen. Ge-
nug, dafp er {ragen aufwirft, die von Belang find, wenn aud) die Cr-
fabrung der Bielen {eine Jahlenwerte ein wenig ummodelt. Mit einem
grofen mathematifden Apparat liefen fid) ja diefe Fragen bis aufs
Tiipfelden iiber dem J erledigen, aber fiir den Gpieler ift es ratfamer,
jid) der Miethode zu bedienen, die im Leben von RNufen ift, und da ijt es
weniger die mathematifde als die ftatijtijde Methode der BVeobadytung,
die er fidh anguziihten hat.




- Lasker untersucht 1929 stark vereinfachte

Kartenspiele sind ganz anders

+ Jeder kennt nur seine Karten («imperfekte Information»).

» Bluffen beim Pokern ldsst sich mathematisch begriinden
(bereits 1928 durch von Neumann angekiindigt).

* Mathematisch handelt es sich um zufdllig «gemischte
Strategien» (wie bei Schere-Stein-Papier).

Poker-Modelle fiir 2 Personen, die aber noch
zu kompliziert fir eine vollstdndige Unter-
suchung sind.




Das Poker-Modell

Es wird mit 13 bzw. 20 Karten mit unterschiedlichen Werten
gespielt. Jeder der beiden Spieler erhdlt eine Karte.

/r\ Kartenverteilung
.

Geber setzt 1

Spieler pasV>S\pieler erhoht auf 2
0

Geber passt/"selllen' Geber erhoht auf 3

-1 +2

Spieler passt "sehen"

2 43



Laskers Ergebnisse iiber Poker

.. konnen nicht vollstdndig sein, weil seine Vereinfachungen
nicht gentgend drastisch sind.

» Allerdings macht Lasker auch a priori bereits scheinbar
plausible Annahmen, die zu begriinden waren.

- Er nimmt jeweils an, dass die Strategie eines Spielers
bekannt sei (durch Beobachtung im Rahmen einer Partie-
sequenz), und berechnet dann die optimale Gegenstrategie.

Beidseitig gemischte Strategien zieht er nicht in Erwdgung.



Lasker (iber Bluffs

Jd) unter{deide nun das normale Gpiel und die Inverfion.
Beim normalen Gpiel wettet man den hoheren Betrag auf die Hidhere

pand, bei der Jnverfion umgetehrt den hoheren Betrag auf die niedrigere
Sand, den niedrigeren Betrag auf die hohere Hand.

Dies Poment ift von Bedeutung. Bei Pofervett wie allen Poferipielen
iiberhaupt handelt es fid) nie darum, d a § ein Gpieler eine gewiffe Taftif
befolgt, fondern immer nur darum, mit welder Wahr{deinlid-
teit er jic befolgt. Der Progent{a der Fdalle, wo er {id) in einer gewifjen
Gituation auf eine gewifje Art benimmt, ift das Cntjdjeidende. Mandje
Opieler bluffen auf eine augenideinlide Art, in der Hoffnung, dadurd
dent Anjdein zu erweden, daf fic Bluffer jind. Man lafje fid) dadurd
nidt einfangen. Das cinmalige Creignis 3ahlt bei Pofer-
Spiclen wenig, der Progentja der Wiederholungen
itdas Bedeutifame.




Resiimee

+ Lasker erzielte, auBer auf seinen Schiler Sprague, keine
Wirkung auf die weitere Entwicklung der Spieltheorie.

» Er kannte noch nicht einmal die spieltheoretischen
Ergebnisse, die bereits erzielt und publiziert worden
waren.

* Laskers mathematisches Gespiir hat manch interessanten
Ansatz lber Spiele ermaglicht. Er ldsst es aber an
Prdzision mangeln, die ihm - auch in populdren Bichern -
moglich gewesen ware. Keine Untersuchung wird komplett
zu Ende gefiihrt.



Ich danke fiir Thre Aufmerksamkeit!

IX. Uber Reihen auf der Convergenzqrenze.
Von Emanver Lasker, Dr, Phil.

Zur Theorie der Moduln und Ideale.

Von

E. Lasker in New-York.
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Fragen? EMANUEL

LASKER

Eine ausfiihrliche Darlegung des Themas «Lasker and the mathematics of games» erscheint in | .= ..
Richard Forster, Michael Negele, Raj Tischbierek (ed.): «<Emanuel Lasker», Vol. IT, Berlin 2020.

Laskers Uberlegungen zu Nim-Varianten wurden bereits in «Gliick, Logik und Bluff» behandelt.
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